METODE GRAFIK DAN ANALISA SENSITIVITAS GRAFIK
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METODE GRAFIK

Metode grafik adalah satu cara yang dapat digunakan untuk memecahkan masalah optimalisasi dalam programasi linier. Keterbatasan metode ini adalah variabel yang bisa digunakan terbatas (hanya dua), penggunaan 3 variabel akan sangat sulit dilakukan.

Fungsi Pembatas

Contoh 1 : 

a. x ≥ 2
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Daerah X ≥ 2


b. y ≤ 4
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c. x = 20
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d. y = 10
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Grafik Fungsi Linier

Untuk fungsi yang lebih kompleks (2 variabel) kita terlebih dahulu menentukan garis fungsinya. 

Contoh 2 :

2x + 4y ≤ 20

· Untuk mempermudah penyelesaian fungsinya, tanda pertidaksaman (≤) menjadi persamaan (=) , sehingga :            

             2x + 4y = 20.

· Tentukan titik potong terhadap sumbu x :

       2x + 3.0 = 20

       2x = 20

         x = 10

      sehingga titik yang berpotongan dengan sumbu x (10,0).
· Tentukan titik potong terhadap sumbu y :

      2.0 + 4.y = 20

      4y = 20

        y = 5

      sehingga titik yang berpotongan dengan sumbu y(0,5)
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2x + 4y ≤ 20


Kita kembali ke fungsi pertama 2x + 4y ≤ 20, daerah ≤ adalah daerah yang diarsir.

Contoh 3:

Bila fungsi pembatasnya 5x + 3y ≥ 15.
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5x + 3y ≥15


Contoh 4:

Bila fungsi pembatasnya  4x + 2y = 16
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Memaksimumkan Fungsi Linier

Setelah kita dapat menentukan daerah pembatas, kita dapat melanjutkan dengan menentukan beberapa fungsi pembatas.

Contoh 5 :

Seorang pengusaha menghadapi fungsi tujuan dan kendala seperti di bawah ini :

Maksimumkan fungsi tujuan : z = 4000x + 5000y

Terhadap fungsi kendala : 5x + 3y ≤ 150

                                           2x + 3y ≤ 120


x, y ≥ 0

maka yang kita buat grafiknya adalah grafik-grafik kendalanya.

5x + 3y ≤ 150 → 5x + 3y = 150

                            bila x = 0 :


0 + 3y = 150


        y = 50
(0,50)

                            bila y = 0 :


5x + 0 =150


        x = 30
(30,0)

2x + 3y ≤ 120 → 2x + 3y = 120

                             bila x = 0


0 + 3y = 120


        y = 40
(0,40)

                              bila y = 0


2x + 0 = 120


        X = 60
(60,0)
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Karena kedua garis kendala bertanda ≤ maka daerah pembatasnya adalah yang berada dibawah kedua garis tersebut (daerah yang diarsir). Sedangkan daerah diluar daerah pembatas tidak dapat diterima karena diluar dari kendala (sumberdaya tidak memenuhi). Sehingga pengusaha tersebut hanya bisa berproduksi dengan kombinasi x dan y yang berada di dalam daerah pembatasnya.
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Bila kita namakan titik-titik di daerah pembatas dengan a, b, c, dan d, kita dapat menentukan koordinat masing-masing titik tersebut :

a. berada di puncak garis kendala 2, sehingga koordinatnya (0,40)

b. berada pada perpotongan kendala 1 dan 2, sehingga koordinatnya merupakan persamaan dari kedua kendala tersebut :


kendala 1, 5x + 3y ≤ 150

          
                 5x + 3y = 150


kendala 2, 2x + 3y ≤ 120

     
                 2x + 3y = 120

Kita dapat mencari titik perpotongan dengan menggunakan metode eliminasi,
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Bila x = 10

5(10) + 3y = 150

     50 + 3y = 150

             3y = 100

           Y  = 33,3

Berarti b berada pada titik (10, 33,3)

c. berada di dasar grafik kendala I, sehingga koordinatnya (30,0)

d. kita letakkan disembarang tempat di dalam daerah pembatas, misalnya (10,10)

Kita kembali ke fungsi tujuan kita yaitu : z = 4000x + 5000y

Sekarang kita sudah memiliki titik a, b, c, dan d lalu kita masukkan ke empat titik tersebut ke dalam fungsi tujuan kita.

a (0,40) →      z = 4000(0) + 5000(40)

                        z = 0 + 200000

                        z = 200000

b (10, 33,3) → z = 4000(10) + 5000(33,3)

                         z = 40000 + 166500

                         z = 206500

c (30,0) →       z = 4000(30) + 5000(0)

                         z = 120000 + 0

                         z = 120000

d (10,10) →      z = 4000(10) + 5000(10)

                         z = 40000 +50000

                         z = 90000

karena tujuan kita adalah memaksimumkan fungsi tujuan, maka titik yang kita ambil adalah titik yang memiliki nilai tujuan paling besar yaitu b.

Maka fungsi z = 4000x + 5000y

Dengan kendala 5x + 3y ≤ 150

                           2x + 3y ≤ 120, 

Akan maksimum pada titik (10, 33,3).

Sehingga pengusaha tersebut akan memperoleh hasil maksimum bila memproduksi x sebanyak 10 unit dan y sebanyak 33,3 unit.

Meminimumkan Fungsi Linier

Contoh di atas digunakan untuk mencari nilai maksimum dari fungsi tujuan yang telah kita tetapkan. Untuk mencari nilai minimum (misalnya untuk meminimumkan biaya atau kerugian) cara yang kita gunakan sama, hanya saja kita mencari nilai tujuan (z) yang paling kecil. Untuk kasus minimisasi, tanda dari fungsi kendala adalah ≥.

Menentukan Tujuan dan Kendala

Setelah kita mempelajari bagaimana mencari nilai maksimum (minimum) fungsi tujuan dengan fungsi yang telah diketahui, kita lanjutkan dengan bagaimana menentukan persamaan-persamaan fungsi tujuan dan kendala, apabila yang kita hadapi adalah soal cerita.

Contoh 6:

PT Aneka Ria memproduksi 2 jenis barang x dan y. x mendatangkan keuntungan 300 dan y 400. Kedua produk tersebut membutuhkan dua macam input yaitu K dan L. Produk x membutuhkan 3 K dan 2 L, sedangkan y membutuhkan 2 K dan 6 L. Jumlah input K adan L tidak boleh lebih dari 60 dan 120.

Langkah pertama adalah menentukan fungsi tujuan (z) dengan 2 variabel (x dan y):

Z = ax + by

Karena tujuan kita adalah mencapai keuntungan untuk masing-masing produk, maka a dan b adalah keuntungannya, sehingga:

Z = 300x + 400y

Setelah itu kita menentukan kendala-kendalanya. Kendala kita dalam hal ini adalah input yaitu K dan L:

Kendala K:    cx + dy ≤ K

Kendala L:    ex + fy  ≤ L

Untuk memproduksi x dan y dibutuhkan input K masing-masing 3 dan 2 dengan jumlah yang tidak lebih dari 60, maka:

Kendala K:   3x + 2y ≤ 60

Dan L dibutuhkan masing-masing 2 dan 6 dengan jumlah yang tidak lebih dari 120, sehingga:

Kendala L :   2x + 6y ≤ 120

Karena tidak ada produk yang kurang dari 0, maka x dan y kita batasi ≥ 0.

Dan secara lengkap kita menemukan fungsi tujuan dan kendalanya:

Maksimumkan fungsi tujuan : z = 300x + 400y

Terhadap fungsi kendala K:    3x + 2y ≤ 60

                                         L:    2x + 6y ≤ 120


     x, y ≥ 0

contoh 7:

PT Aneka Puspa memproduksi dua macam barang yaitu a dan b dengan menggunakan 2 input yaitu M dan N. Untuk memproduksi 1 unit a dibutuhkan 5 M dan 3 N, sedangkan untuk memproduksi setiap unit b dibutuhkan 3 M dan 4 N. Biaya produksi a dan b masing-masing adalah 6000 dan 5000 per unit. Jumlah input M yang digunakan adalah 150 unit, dan N sebanyak 120 unit. Tentukan fungsi tujuan dan kendalanya.

Jawab:

Minimumkan fungsi tujuan : z = 6000a + 5000b

Terhadap fungsi kendala M:    5a + 3b ≥ 150

                                         N:    3a + 4b ≥ 120


     x, y ≥ 0

Latihan:

Tentukanlah nilai maksimum dan minimum untuk kedua contoh 6 dan 7 di atas!

Jawab :

1. Contoh 6 akan maksimum pada x = 8,6 dan y = 17,1 sehingga :

     Z = 300 (8,6) + 400 (17,1)

        = 2580 + 6840

        = 9420

2. Contoh 7 akan minimum pada x = 21,8 dany = 13,7 sehingga :

    Z = 6000 (21,8) + 5000 (13,7)

       = 130800 + 68500

       = 199300

Soal
: 

Seorang produsen memiliki 2 macam bahan, yaitu bahan I sebanyak 8 ton dan bahan II sebanyak 5 ton, berkeinginan untuk memproduksi 2 macam produk A dan B. Untuk 1 unit produk A membutuhkan 2 unit bahan I dan 1 unit bahan II. Sedangkan untuk 1 unit produk B membutuhkan 3 unit bahan I dan 2 unit bahan II. Harga pasar untuk produk A sebesar Rp. 15.000 / unit dan produk B Rp. 10.000 / unitnya.

Berapakah produsen tersebut harus memproduksi produk A dan B untuk memperoleh hasil penjualan yang maksimum ?

Jawab
:

X1 = Jumlah produk A

X2 =Jumlah produk B

C1 =15.000

C2 = 10.000

Perumusan Modelnya :

Max Z = 15.000 X1 + 10.000 X2
Pembatas :
1.   2 X1 + 3 X2 ≤ 8  (Bahan Baku I)

2.      X1 + 2 X2 ≤ 5 (Bahan Baku II)

Dimana X1 ≥ 0; , X2 ≥ 0
Pemecahan Masalah :
Pembatas 1.
2 X1 + 3 X2 ≤ 8  ->  rubah menjadi persamaan : 2 X1 + 3 X2 = 8

Jika X2 = 0, maka 2 X1 + 3 (0) = 8

2 X1 = 8  ->  X1 = 8/2 = 4

Sehingga titik B berada pada ordinat (4,0) 

Jika X1 = 0, maka 2 (0) + 3 X2 = 8

3 X2 = 8  ->  X2 = 8/3 = 2 2/3

Sehingga titik A berada pada ordinat (0, 2 2/3)

Pembatas 2.
X1 + 2 X2 ≤ 5 à rubah menjadi persamaan, X1 + 2 X2 = 5

Jika X2 = 0, maka X1+ 2 (0) = 5

X1 = 5

Sehingga Titik D berada pada ordinat (5,0)

Jika X1 = 0, maka 2 X2 = 5

X2 = 5/2 = 2 ½

Sehingga Titik C berada ada ordinat (0, 2 ½)

Dari masing-masing titik ordinat (A,B,C dan D) dapat digambarkan dalam grafik sbb :






Feasible Area berada pada OCEB
Titik E merupakan titik perpotongan dari fungsi pembatas 1 dan 2. Untuk itu harus dicari terlebih dahulu ordinatnya, dengan melakukan substitusi sebagaI berikut :

2 X1 + 3 X2 = 8        x 1  = 2 X1 + 3 X2    = 8

   X1 + 2 X2 = 5        x 2  = 2 X1 + 4 X2   = 10  (-)

                                       

-          X2 = - 2

X2 =   2                  
Substitusikan nilai X2 =2 tersebut ke dalam salah satu persamaan diatas (pembatas), sebagai berikut :

X1 + 2 X2 = 5

X1 + 2 (2) = 5

X1 = 1
Dengan demikian, ordinat pada titik E adalah (1,2)

Optimal Solution Point-nya adalah sebagai berikut :

Pada Titik C (0, 2 ½)
Max Z = 15.000 (0 ) + 10.000 (2  ½)

Zc = 25.000
Pada Titik E (1 , 2)
Max Z = 15.000 (1) + 10.000 (2)

Ze = 35.000
Pada Titik B (4,0)
Max Z = 15.000 (4 ) + 10.000 (0)

Zb = 60.000
 Kesimpulan :
Berdasarkan hasil perhitungan diperoleh informasi bahwa sebaiknya manajemen fokus dalam memproduksi produk A saja sebesar 4 unit, karena akan memperoleh hasil penjualan maksimal sebesar Rp. 60.000,-.

XA = Jumlah produk A yang dibuat

XB = Jumlah produk B Yang Dibuat

ANALISIS SENSITIVITAS GRAFIK

Analisis Sensitivitas Metode Grafik

Dalam pemrograman linier, parameter (data masukan) dari model dapat berubah dalam batas tertentu  yang  menyebabkan   solusi  optimal  berubah  juga.  Hal  ini  dinamakan   analisis sensitivitas.  Parameter  biasanya  tidak  selalu  tepat.  Dengan  analisis  senisitivitas,  ita dapat menentukan akibat ketidak pastian ini pada ualitas solusi optimal. Misalnya, untuk perkiraan keuntungan unit produk, jika analisis sensitivitas menyatakan bahwa toleransi optimal sama dengan ± 10% perubahan dalam keuntungan unit, kita dapat menyimpulkan bahwa solusinya lebih handal dari pada dalam kasus dimana jangkauan hanya ± 1%.

Ada dua hal yang diperhatikan dalam analisis sensitivitas :

1. Kepekaan  solusi optimal pada perubahan  dalam kapasitas sumber daya (sisi kanan constraint).

2.  Kepekaan  solusi  optimal  pada  perubahan  dalam  keuntungan  unit  atau  biaya  unit (koefisien fungsi tujuan).

Contoh 4-1

JOBCO memproduksi dua produk pada dua mesin. Satu unit produk 1 membutuhkan pemrosesan 2 jam di mesin 1 dan 1 jam di mesin 2. Untuk produk 2 membutuhkan 1 jam di mesin 1 dan 3 jam di mesin 2. Penghasilan per unit dari produk 1 adalah $30, sedangkan produk  2  adalah  $20.  Total  waktu  pemrosesan  yang  tersedia  untuk  setiap  mesin  perhari adalah 8 jam.

Jika x1 dan x2 menyatakan jumlah unit produk yang dihasilkan per hari dari produk 1 dan 2, model LP menjadi :

Maksimalkan Z = 30x1 + 20x2

Kendala :

2x1 + x2 ≤ 8     (Mesin 1)

 x1 + 3x2 ≤ 8     (Mesin 2)

 x1, x2 ≥ 0

Perubahan dalam constraint
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Gambar 4.1 Analisis Sensitivitas kasus JOBCO metode grafik untuk mesin 1

Pada Gambar 4.1 diatas mengilustrasikan perubahan dalam solusi optimal ketika perubahan dilakkan dalam kapasitas mesin 1. Jika kapasitas harian ditambah dari 8 jam menjadi 10 jam, solusi optimal   akan bergeser ke titik G. Laju perubahan dalam Z optimal yang dihasilkan dari perubahan kapasitas mesin 1 dari 8 jam menjadi 10 jam dapat dihitung :

Laju   perubahan   penghasilan    dari   peningkatan    kapasitas   mesin   1   tiap   1   jam   =
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 = $14/jam

Nilai laju yang sudah dihitung memberikan suatu hubungan langsung antara masukan model (sumber daya) dan keluarannya (total penghasilan) yang merpresentasikan harga unit sumber daya. (dalam $/jam), yaitu perubahan dalam fungsi tujuan per unit perubahan dalam kapasitas sumber daya (kapasitas mesin). Hal ini berarti bahwa peningkatan (penurunan) unit dalam kapasitas mesin 1 akan meningkatkan (menurunkan) penghasilan tiap $14.

Perhatikan Gambar 4.1, kita dapat melihat bahwa harga rangkap $14/jam ternyata valid untuk perubahan  (peningkatan  atau  penurunan)  dalam  kapasitas  mesin  1  yang  memindahkan constraint  parallel  pada dirinya  sendiri pada sembarang  titik di segmen  garis BF. Hal ini berarti bahwa jangkauan penerapan harga rangkap dapat dihitung sebagai berikut :

Kapasitas minimal mesin 1 [di titik B = (0,2.67)] = 2 × 0 + 1 × 2.67 = 2.67 jam

Kapasitas maksimal mesin 1 [di titik F = (8,0)] = 2 × 8 + 1 × 0 = 16 jam


Dapat disimpulkan bahwa harga rangkap $14/jam akan tetap valid untuk jangkauan :

2.67 jam ≤ Kapasitas mesin 1 ≤ 16 jam

Perubahan diluar jangkauan ini akan menghasilkan perbedaan harga rangkap (harga per unit).
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Gambar 4.2 Analisis Sensitivitas kasus JOBCO metode grafik untuk mesin 2

Dengan cara yang sama, kita dapat memastikan bahwa harga rangkap untuk kapasitas mesin 2. Dari Gambar 4.2, dapat dihitung bahwa :

Laju   perubahan   penghasilan    dari   peningkatan    kapasitas   mesin   2   tiap   1   jam   =
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 = $2/jam

Perhatikan Gambar 4.2, kita dapat melihat bahwa harga rangkap $2/jam ternyata valid untuk perubahan  (peningkatan  atau  penurunan)  dalam  kapasitas  mesin  2  yang  memindahkan constraint  parallel pada dirinya sendiri pada sembarang  titik di segmen garis ED. Hal ini berarti bahwa jangkauan penerapan harga rangkap dapat dihitung sebagai berikut :

Kapasitas minimal mesin 1 [di titik D = (4,0)] = 1 × 4 + 3 × 0 = 4 jam

Kapasitas maksimal mesin 1 [di titik E = (0,8)] = 1 × 0 + 3 × 8 = 24 jam
Dapat disimpulkan bahwa harga rangkap $2/jam akan tetap valid untuk jangkauan :

4 jam ≤ Kapasitas mesin 2 ≤ 24 jam

Perubahan diluar jangkauan ini akan menghasilkan perbedaan harga rangkap (harga per unit). Batas yang sudah dihitung untuk mesin 1 dan mesin 2 disebut dengan jangkauan kelayakan (feasibility range).

Harga rangkap (dual prices) bisa membuat keputusan ekonomi mengenai masalah LP, seperti pertanyaan berikut :

Pertanyaan  1 : Jika JOBCO dapat meningkatkan  kapasitas  kedua mesin.  Yang manakah mesin yang seharusnya menerima prioritas lebih tinggi ?

Harga rangkap untuk mesin 1 dan mesin 2 adalah $14/jam dan $2/jam. Ini berarti bahwa setiap  penambahan  jam  mesin  1  akan  meningkatkan  pendapatan  sebesar  $14,  sedangkan mesin 2 sebesar $2. Maka prioritas sebaiknya diberikan pada mesin 1.

Pertanyaan 2 : Sebuah saran dibuat, untuk meningkatkan kapasitas mesin 1 dan mesin 2 ada tambahan biaya $10/jam. Apakah ini bisa disarankan ?

Untuk mesin 1, tambahan penghasilan netto perjam adalah 14 – 10 = $4, sedangkan mesin 2 adalah $2 - $10 = -$8. Maka, hanya kapasitas mesin 1 yang seharusnya ditingkatkan.

Pertanyaan 3 : Jika kapasitas mesin 1 ditingkatkan dari 8 jam menjadi 13 jam, bagaimana peningkatan ini mempengaruhi penghasilan optimal ?

Harga rangkap untuk mesin 1 adalah $14 dan dapat diterapkan dalam range (2.67,16) jam. Usulan  peningkatan  menjadi  13  jam,  jatuh  pada  range  kelayakan.  Sehingga  peningkatan dalam penghasilan adalah $14 (13 – 8) = $70, yang berarti bahwa total penghasilan akan meningkat menjadi (penghasilan sekarang + perubahan penghasilan) = 128 + 70 = $198.

Pertanyaan  4 : Andaikan kapasitas mesin 1 ditingkatkan  menjadi 20 jam, bagaimana  ini akan meningkatkan penghasilan optimal ?

Usulan perubahan berada diluar jangkauan (2.67,16) jam dimana harga rangkap $14 dapat diterapkan. Ini berarti kita hanya dapat meningkatkan sampai dengan 16 jam. Perhitungan lain perlu dilakukan untuk mencari jawaban pertanyaan, karena peningkatan kapasitas diluar jangkauan.

Perubahan dalam fungsi tujuan
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Gambar 4.3 Analisis Sensitivitas kasus JOBCO metode grafik untuk fungsi tujuan

Grafik solusi yang ditunjukkan pada Gambar 4.3 kasus JOBCO, nilai optimal terjadi di titik C (x1 = 3.2, x2 = 1.6, Z = 128). Perubahan dalam unit penghasilan (koefisien fungsi tujuan) akan mengubah slope dari Z. Seperti yang ditunjukkan pada gambar, bahwa solusi optimal tetap dititik C sepanjang fungsi obyektif diletakkan diantara garis BF dan DE (titik C sebagai pusat perputaran garis fungsi tujuan). Ini berarti ada range untuk koefosien fungsi tujuan yang akan menjaga solusi optimal tidak berubah di C.

Fungsi tujuan dapat ditulis dalam format umum :

Maksimalkan Z = c1x1 + c2x2

Bayangkan bahwa garis Z diputar di C, yang diputar searah jarum jam dan berlawanan jarum jam. Solusi optimal tetap di C sepanjang Z = c1x1 + c2x2 terletak diantara dua garis x1 + 3x2 = 8  dan  2x1   +  x2   =  8.  Ini  berarti  bahwa  rasio  c1/c2   bervariasi  antara  1/3  dan  2/3,  yang menghasilkan kondisi :

1/3 ≤ c1/c2 ≤ 2/1 atau 0.333 ≤ c1/c2 ≤ 2

Informasi ini bisa menjawab pertanyaan solusi optmal berikut.

Pertanyaan 1 : Andaikan bahwa penghasilan unit untuk produk 1 dan 2 diubah menjadi $35 dan $25. Apakah solusi optimal masih tetap ?

Fungsi tujuan baru menjadi :

Maksimalkan Z = 34x1 + 25x2

Solusi di C tetap optimal  karena c1/c2  = 35/25 = 1.4 dan 1.4 masih  berada  dalam  range (0.333,2). Ketika rasio jatuh diluar range, perhitungan tambahan diperlukan untuk mencari solusi baru. Perlu diketahui bahwa walaupun nilai variabel tetap di titik C tidak berubah, nilai optimal Z akan berubahn menjadi Z = 35 (3.2) + 25 (1.6) = $152.

Pertanyaan 2 : Andaikan bahwa penghasilan unit untuk produk 2 tetap pada nilai sekarang c2 = $20. Pada range berapakan untuk c1, penghasilan unit untuk produk 1 yang akan menjaga solusi optimal tidak berubah ?

Substitusikan c2 = 30 dalam kondisi 1/3 ≤ c1/c2 ≤ 2/1, didapatkan :

1/3 × 20 ≤ c1 ≤ 2/1 × 20

Atau

6.67 ≤ c1 ≤ 40

Range ini disebut dengan range keoptimalan (optimality range) untuk c1, dengan asumsi c2 tetap yaitu $20.
Sedangkan range optimal untuk c2 jika c1 tetap $30 adalah :

1/3 ≤ 30/c2 ≤ 2/1  (dikalian dengan 3c2)

c2 ≤ 90 ≤ 6c2 (pecah menjadi 2 pertidaksamaan)

c2 ≤ 90 dan 90 ≤ 6c2

90 ≤ 6c2 (dibagi dengan 6)

15 ≤ c2

Gabungan 2 pertidaksamaan menjadi : 15 ≤ c2 ≤ 90
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